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Resum: Un oscil-lador és isocron quan tots els moviments possibles sén periodics amb el
mateix periode. Quan el sistema és forcat per una pertorbacié periodica amb el mateix per
fode, la dinamica pot canviar drasticament i el fenomen de ressonancia pot apareixer. En
aquest article estudiarem quines propietats han de complir aquestes pertorbacions per

obtenir solucions no acotades. Considerarem diferents oscil-ladors, des de I’harmonic fins a
generalitzacions no lineals, i farem un tast del concepte de ressonancia auto-parameétrica.
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1 Introduccié

Es abril de 1831. Una brigada de soldats de I’armada britanica marxen a pas sobre
el Broughton Suspension Bridge per creuar el riu Irwell a Broughton, prop de

Manchester. De sobte, el pont es trenca i una dotzena de soldats acaben a les aigiies
del riu. Poc després, 'armada britanica comunica a tots els seus soldats que, a
partir d’ara, és obligat trencar el pas de la marxa en creuar un pont llarg.

El cantant de rock Jaime Vendera, I’any 2005 al programa MythBusters de
Discovery Channel, trenca una copa de vidre fent servir només la seva veu, amb un
crit de 105 decibels. Es pot veure una representacié al seu canal de Youtube [40].

Segons Joshua 6:1-27, 'armada israelita va creua el riu Jorda i van envolta la
ciutat emmurallada de Jericho. Durant sis dies Joshua fa marxar les seves tropes al
voltant de la ciutat i al sete fa sonar les banyes de molté. Llavors, el mur cau i els
israelites cremen la ciutat.

Un nen demana ser empés al gronxador del parc de la placa. Els seus pares, de
forma sincronitzada, li donen petits impulsos que, poc a poc, fan que vagi agafant
alcada.

Totes aquestes histories tenen un comi denominador. En tots els casos, un
sistema vibratori es veu afectat per una forga periddica externa. En el cas en que la
freqiiencia de la forca externa coincideix amb la del sistema, aquest experimenta un
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creixement "amplitud del seu estat, molt probablement significant el collapse del
mateix. Aquest fenomen és conegut com a ressonancia.

El concepte de ressonancia es fa servir en diversos camps i amb diferents sentits.
Els exemples anteriors corresponen al concepte de ressonancia lligat a la pertorbacié
periodica de sistemes oscillatoris, com també ho sén la ressonancia acustica dels
instruments musicals, la ressonancia de marea de la Bahia de Fundy i la dinamica
del tub de Rubens. Una representacié del funcionament del darrer es pot veure al
canal de Youtube Steve Mould [35]. Quan parlem de ressonancia, intuitivament
pensem en dos fendomens que succeeixen alhora: dues freqiiencies (la del sistema i
la de la pertorbacié) coincideixen, i aquesta coincidéncia fa que 'estat del sistema
creixi en amplitud. A vegades, el concepte de ressonancia es fa servir només lligat
al primer dels fenomens. Per exemple, la ressonancia orbital pot donar lloc a la
inestabilitat del sistema, com els forats de I'anell de Saturn mostren. Pero, també
pot donar lloc a 'estabilitat. Un exemple del darrer és la ressonancia 1: 2 : 4 de les
llunes de Jupiter: Io, Europa i Ganimedes.

En aquest treball ens centrarem en la ressonancia que provoca inestabilitat.
Més concretament, farem un recull de resultats sobre ressonancia d’oscilladors
pertorbats periodicament i entendrem, durant practicament tot el text, el concepte
de ressonancia com el fet de que totes les solucions del sistema sén no acotades.
Veurem els dos exemples mecanics més senzills: ’oscillador harmonic i ’oscillador
asimetric, i continuarem amb exemples més generals fugint de la linealitat.

A la udltima seccié es tractara un concepte de ressonancia subtilment diferent,
la ressonancia auto-parametrica. En comptes d’una forca externa, considerarem
models amb dos modes vibratoris propis. Veurem com el fet de que el sistema estigui
en ressonancia, és a dir, que les freqiiencies dels dos modes siguin commensurables,
provoca que el sistema mostri inestabilitat.

Un lector amb coneixements de ressonancia trobara a faltar en aquesta intro-
ducci6 el que segurament és ’exemple més paradigmatic: el collapse del pont de
Tacoma-Narrows. Aquest exemple s’ha omeés intencionadament. Primer, per la
falta d’unanimitat sobre el motiu del seu collapse i, segon, perque estudis recents
suggereixen que el fenomen de ressonancia no és produit pel vent com a forga
externa, sin per la ressonancia entre els modes vibratoris vertical i de torsi6 del
pont. Veurem un model que intenta explicar aquest fet a la darrera secci6.

2 Pertorbacions externes

El fet de considerar equacions diferencials de segon ordre autonomes per descriure
models fisics no és circumstancial. A la mecanica classica, la segona llei de Newton
relaciona 'acceleracié d’una particula amb les forces que hi interactuen, les quals
depenen (normalment) de la seva posicié i velocitat. En electronica, la llei de
Kirchhoff relaciona la intensitat de corrent amb la seva derivada temporal i la seva
primitiva. En ambdds casos, i molts altres, la dinamica del sistema ve descrita per
una equacié diferencial de segon ordre. Per exemple, en el cas d’un circuit RLC en
serie, quan el voltatge de la font és constant, V() = Vj, la intensitat de corrent
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1(t) satisfa I'equacié diferencial de segon ordre lineal

Li(t) + Ri(t) + é](t) —0,

on L, R i C s6n la inductancia de la bobina, la resisténcia i la capacitat del
condensador, respectivament. En 'anterior equaci6 i durant tot el treball, denotarem
per f(¢t) i f(t) la derivada primera i segona de la funcié f(t), respectivament. Quan,
en canvi, la font és una corrent alterna, la funcié V(t) és periodica i la intensitat de
corrent satisfa una equacié diferencial forcada peridodicament,

Lie) + Ri(t) + ~1(t) = Ly (e

(1) + R+ 1) = SV (1),

Aquest fet motiva I’estudi de pertorbacions periodiques de sistemes autonoms. Un
altre exemple el podem trobar a la mecanica celeste. Quan dos cossos interactuen
segons la llei de gravitacid, el moviment del primer cos ve descrit per ’equacié de
Kepler
. Gm3 x
T i me)? o
on x(t) és la posicié de la massa my assumint el centre de masses del problema a
Porigen, i mo és la massa del segon cos. Es tracta, en efecte, d’una equacié diferencial
autonoma de segon ordre. Quan més cossos entren en joc, el problema esdevé molt
més complicat. En ocasions és interessant considerar com afecten a ’equacié anterior
forces exercides per altres astres de manera periodica i, per tant, es consideren
pertorbacions periodiques de ’equacié de Kepler,

. Gm3 x

= G+t fap PG

Com hem comentat a la introduccid, 'efecte de ressonancia pot apareixer quan

un sistema autonom que presenta solucions periodiques és pertorbat periodicament.
Durant tota la seccié considerarem sistemes autonoms en els quals totes les solucions
sén periodiques d’un mateix periode. D’aquesta manera, direm que el sistema és
un oscillador i el periode d’aquest oscillador és el periode comu de totes les seves
solucions. Quan un sistema en aquestes condicions és forcat amb una pertorbacid
periodica externa amb el mateix periode que el de 'oscillador, el fenomen de res-
sonancia pot apareixer. En aquest context, entendrem ressonancia com la propietat
de que totes les solucions del sistema pertorbat sén no acotades. Més concretament,
si x(t) és la solucié del sistema pertorbat,

|z(tn)] + |Z(tn)| = +o00

per alguna seqiiéncia {t, }. En aquesta seccié estudiarem aquest fenomen en diferents
models, comengant per el cas lineal, I'oscillador harmonic, passant per la seva versié
asimetrica i completant amb algunes generalitzacions d’ambdés casos. Per un
resum més complet d’alguns dels resultats sobre ressonancia, existencia d’orbites
periodiques i solucions no acotades de sistemes pertorbats periodicament que
presentarem, veure el treball de Mawhin [24].
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FI1GURA 1: Representacié d’un oscillador harmonic amb les forces internes
que hi interactuen.

2.1 L’oscillador harmonic

Comencem aquesta seccié amb una derivacié de ’oscillador harmonic que, tot i ser
elemental, ens servira de guia al llarg d’aquest treball.

Considerem una molla amb constant de rigidesa k > 0 penjada del sostre. (Veure
Figura 1.) Com més gran sigui la constant k, més rigida és la molla i, en conseqiiéncia,
més “dificil” és estirar-la (o estrényer-la). Per evitar problemes de xoc amb el sostre,
suposarem que aquest esta “infinitament” lluny de I'extrem de la molla d’on pengem
una massa m > 0. En penjar la massa, el pes d’aquesta desplaca la molla una certa
distancia dy > 0 respecte a la posicié d’equilibri inicial, assolint una altra posicié
d’equilibri. Segons la Primera Llei de Newton, en equilibri la suma total de forces
que intervenen en el sistema mecanic ha de ser nulla. En aquest cas, observem dues
forces que mantenen aquest equilibri. En primer lloc, el pes de la massa penjada de
lextrem de la molla, amb magnitud mg, on g és 'acceleracié de la gravetat al lloc
on es troba la massa. En segon lloc, la forca que la molla exerceix per evitar que la
massa caigui i que, segons la Llei de Hooke, té magnitud kdy. Fixem que el sentit
positiu del moviment és el marcat pel pes. Llavors, la Primera Llei de Newton diu

mg — kdg = 0.

Denotem per z(t) el desplacament de la massa respecte a la posicié d’equilibri.
Ara, la forga de la molla és k(dy + x(t)), mentre que el pes roman constant. Tenim
doncs un desequilibri de forces i, en conseqiiencia, moviment. Segons la Segona Llei
de Newton,

mg — k(do + z(t)) = mi(t),
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on &(t) és la velocitat de 'objecte 1 Z(t) la seva acceleracié. Observem que I’anterior
igualtat redueix, fent servir la identitat de la posicié d’equilibri, a I’expressié

E(t) +wiz(t) =0, (1)

amb w := 1/ £ L'equaci6 (1) és I'oscillador harmonic (o oscillador lineal) i té com
a freqiiéncia natural w, degut a que totes les solucions sén de la forma

x(t) = Acos(wt + ),

és a dir, totes tenen periode minim T = %’T En D'anterior expressié, A denota
Pamplitud de l'oscillacié x(¢) i ¢ és la fase. La freqliencia w, i per tant el perfode
T, només depenen dels parametres del sistema (k i m) i sén comuns a totes les
solucions, independentment de les condicions de posicié i velocitat inicials de la
massa. En particular, es diu que ’equacié (1) té un centre isocron a ’origen.

Un equilibri és un centre si totes les solucions amb condicions inicials properes
sén periodiques. Si, a més a més, el periode és comi a totes les solucions, el centre
es diu isocron. En el cas de 'oscillador harmonic, la solucié constant x(t) = 0 és un
equilibri i, com hem vist, totes les altres solucions de (1) sén periodiques de periode
T =2x,

Considerem ara ’oscillador harmonic (1) forgat externament per una funcié
continua i 27-periodica p(t),

() + wia(t) = p(t). (2)

Considerar el perfode de p(t) essent 27 no és restrictiu. En efecte, un canvi pro-
porcional de temps és prou per obtenir p(t) amb el perfode desitjat a canvi de
modificar w. En aquest punt és natural preguntar-se com es comporten les solucions
de I'equacié (2).

Tota funcié continua 27-periodica té una expansié de Fourier

o0
p(t) ~ po + Z(pn cos(nt) + gp sin(nt)).

n=1
La convergencia de la série de Fourier depen de la regularitat de la funcié p(t).
Diferenciabilitat amb derivada continua és suficient per obtenir convergencia puntual,
mentre que continuitat assegura convergencia gairebé per tot t. Donat que I'objectiu
d’aquesta discussié no recau en la regularitat de la pertorbacid, el lector pot assumir-
ne més que continuitat per convencer-se de fer servir la igualtat = en comptes de
I’aproximacié ~ en l'anterior identitat.

La linealitat de I’equacié (2) permet trobar la solucié com a suma de les solucions

de les equacions

F(t) + WP, (t) = pp cos(nt) + g sin(nt), n=0,1,2,... (3)
de tal forma que z(t) = Y7, z,(t). L’anterior equacié es pot resoldre, per exemple
fent servir la transformada de Laplace. Denotant per X,,(s) = L{x,(¢)}(s),
$25,(0) + £,(0) DnS + qnn

52 + w? (52 +n?)(s2 +w?)’

Xn(s) =
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El primer sumant de ’expressié correspon, després de fer la transformada inversa
de Laplace, a la solucié de la part homogenia de (3). En el segon terme és on el
fenomen de ressonancia entra en accié. Observem que l'expressi6 de x,(t) varia
significativament si w # n o bé si w = n. En efecte, en el primer cas

Ay cos(wt) + By, sin(wt) 4 py, cos(nt) 4 gy, sin(nt)
B w2 —n2

xn(ﬂ

b

amb A,, = 2,(0)(w? — n?) = p, i By = (&, (0)(w? — n?) — g,n). Observem que en
el cas w # n les solucions sén genericament quasiperiodiques i acotades, i existeix
només una solucié amb el mateix periode que la pertorbacié externa p(t): aquella

que anulla els coeficients A,, i B,,. Quan w = n, les solucions sén de la forma

(2n22,,(0) — ngnt) cos(nt) + (24, (0) + gn + npnt) sin(nt)
2n? ’

Tp(t) =

En aquest cas, les solucions sén genericament no acotades excepte el cas en que p,
i g, s’anullen. Aquest raonament és classic i es resumeix en el segiient resultat.

ProprosiciO 1. Sigui p(t) una funcid continua 2mw-periodica, aleshores:

(a) Siw #n €N, totes les solucions de 'equacid (2) son quasiperiodiques i acotades
excepte una, que €s 2mw-periodica.

(b) Siw=mneNip2+4q2+#0, totes les solucions de 'equacid (2) son no acotades.
() Siw=mn € Nip2+q2 =0, totes les solucions de l’equacié (2) sén 2m-
periodiques.

Hem observat que per obtenir el fenomen de ressonancia és necessari que el
periode de la pertorbacié externa sigui el mateix que el periode de l'oscillador
harmonic, perd no és suficient. Necessitem de la condicié extra p2 + ¢2 # 0 que, tot
i ser generica, evidentment no sempre es satisfa. Com exemple d’aquest fenomen,
considerem l'oscillador harmonic amb periode minim 27 pertorbat per una funcié
2m-periodica p(t),

&+ =p(t). (4)

En aquest cas, w = 1. La funci6é p(t) = cos(t) + cos(2t) és 2m-periodica amb
pr=p2=1,p,=0pern#1,2igq, =0 per tot n > 1. En particular, p? + ¢ =1
i, en conseqiiéncia, la pertorbaci6 provoca ressonancia (veure Figura 2 esquerra).
En canvi, la funcid p(t) = cos(2t) + cos(3t) també és 2m-periodica amb py = p3 = 1,
pn =0 per n# 2,31 q, =0 per tot n > 1. Donat que p? + ¢ = 0, aquesta forga
externa no provoca ressonancia (veure Figura 2 dreta).

La condicié p2 + q2 # 0 pot escriure’s de manera equivalent fent servir la notacié
complexa de la série de Fourier. En efecte,

S P 5 1 o —in
pt) ~ Y pne™, amb p, = %/ p(t)e " dt.
0

n=—oo
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FIGURA 2: Solucié de (4) amb condicions inicials z(0) = 1, 2(0) = 0 amb
p(t) = cos(t) + cos(2t) (esquerra) i p(t) = cos(2t) + cos(3¢) (dreta).

D’aquesta manera, |p,| = 1(p2 + ¢2)2 i, per tant la condicié p2 + ¢ # 0 és
equivalent a

[Pn| > 0. ()

Es legitim anomenar a aquesta condicié la condicid de ressondncia de I'oscillador
harmonic.

Es important observar que tota la discussié anterior és independent de I’amplitud
de la forca periodica externa. Es a dir, el fenomen de ressonancia apareix tot i que
la pertorbacié sigui petita. En altres paraules, podem escriure I'equacié (2) com

#(t) + wa(t) = ep(t), (6)

i la condicié de ressonancia implicara que totes les solucions son no acotades per
tot 0 < € < 1. Aix0 subratlla que el fet d’obtenir solucions no acotades no prové de
la quantitat d’energia que la forga afegeix al sistema, sind del moment en el qual
aquesta energia esta essent introduida. El terme energia fet servir prové de la fisica
i fa referéncia al Hamiltonia del sistema, interpretat com ’energia total del model.
En el cas de l'oscillador harmonic sense pertorbar, ’energia total es conserva al
llarg de les trajectories. Es a dir, si zo(t) és solucié de (1),

£o(t)2 t)?
EO = x0(2) +w2xog)

per a tot t € R i Fy depén només de les condicions inicials de z((t). En canvi, quan
el sistema és forgat periddicament per una pertorbacié ep(t), aleshores ’energia del
sistema canvia al llarg del temps com

5 5+ ep(t),

B(t) =

on z(t) és solucid de 'equacié (6). D’aquesta dltima expressié es deriva el concepte
d’“energia introduida”.
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Després d’aquest exemple I’estudi de la ressonancia per oscilladors isocrons més
generals és natural. Les properes seccions estan dedicades a estudiar com la condicié
de ressonancia varia en models mecanics que generalitzen 1’oscillador harmonic.
Abans, pero, anem a veure que aquest problema té sentit només en models sense
dissipaci6 energetica.

2.1.1 La dissipaci6 d’energia esmorteeix la ressonancia El sistema que hem
considerat inicialment a 'equacié (1) no té dissipacié i justament aquest és el fet per
el qual la forga externa amb freqiiencia ressonant fa que totes les solucions siguin
no acotades. Si considerem que el model presenta friccié amb el medi, a 'equacié
del moviment hem d’afegir una forga de friccié6 oposada al moviment que en la
majoria dels sistemes vibratoris és considerada proporcional a la velocitat, —ci(t).
Si incloem aquest terme, I’equacié del moviment es pot escriure com

#(t) + 26wi(t) + wz(t) =0, (7)

amb & = 3 \/CnTk Les solucions del model amb dissipacié disten qualitativament
de les solucions periodiques del cas no dissipatiu. En aquest cas obtenim tres

tipus de solucié depenent de quan forta sigui la forca de friccié. Si denotem per
X (s) = L{x(t)}(s) la transformada de Laplace de x(t), de I'equacié (7) deduim

s+ 2fw)x(0) + 2(0)
2426w+ w?

X(s) = (

Si el coeficient dissipatiu & > 1, les arrels del polinomi s? + 2éw + w? sén reals i la
solucié z(t) de (7) s’escriu com una combinacié d’exponencials. En aquest cas es
diu que el sistema esta sobre-esmorteit i no hi ha moviment oscillatori. Quan el
coeficient £ < 1, aleshores les arrels del denominador sén complexes i la solucié z(t)
pren la forma

z(t) = Ae™ 5! cos(wt + ),

amb @ = w+/1 — £2. Observem que, tot i ser oscillatoria, I’anterior solucié tendeix
a ’equilibri en avancar el temps per la presencia de la dissipacié 0 < £ < 1, obtenint
el que s’anomenen oscillacions esmorteides.

La mateixa pregunta natural sorgeix: com es comporten les solucions del model
amb friccié quan afegim energia al sistema de manera periodica? Podem considerar
el sistema (7) pertorbat per una funcié continua i 27-periodica p(t),

#(t) + 26wi(t) + wa(t) = p(t). (8)

Seguint un procediment similar al del cas no dissipatiu, obtenim que les solucions
de (8) es poden escriure com z(t) = > 7, z,(t), on

T, (t) = e 5 (A, cos(wt) + B, sin(wt)) + 2, (1),

pn(w? —n?) — 26wg,n
2, (t) = (W~ 0)? 1 A cos(nt) +

qn(w? —n?) + 2wp,n .
(@7 22 + Ag2wn? sin(nt).
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FiGurA 3: Amplitud de la part estacionaria de la solucié de ’oscillador
harmonic amb parametres p? +¢5 = 1 i pn = gn = 0 per n # 1.

Les solucions de (8) tenen dues parts ben diferenciades. La primera consisteix en
una part transitoria, la associada a la part homogenia de I’equacio, i que amb el pas
del temps tendeix a zero a causa del terme exponencial. La segona és la produida
a causa de la pertorbacié periodica, z,(t). Observem que es tracta d’una funcié
2m-periodica, igual que en el cas no dissipatiu, amb amplitud

g P2 +4q3
"V (W2 = n2)2 F 422

En aquest cas la ressonancia, perd, s’entén de manera diferent. Les funcions z,(t) (i,
per tant, la soluci6 z(t)) sén acotades. De totes maneres, observant el denominador
de 'amplitud Z,,, podem veure que aquesta és maxima quan w = w, := ny/1 — 2£2.
(Veure Figura 3). Aquest valor rep el nom de fregiiéncia de ressondncia, per ser la
freqiiencia on 'amplitud de la solucié és maxima. Una observacié evident és que
aquesta freqliencia de ressonancia tendeix a la de 'oscillador harmonic sense friccié
quan £ — 0. Pero, a diferencia del cas no dissipatiu, aquesta “amplitud gran” de la
solucié no és independent de la magnitud de la forga periodica pertorbativa. En
efecte, si considerem una pertorbacié petita ep(t), al numerador dels coeficients
de z,(t) els termes p,, i ¢, passen a ser ep,, i €q,, i podem reduir Pamplitud de la
solucié tant com es vulgui. Aquest fet és comu en els sistemes dissipatius i és per
aixo que no els considerarem a la resta del treball.

2.2 L’oscillador asimétric

Una primera generalitzacié de ’oscillador lineal és l'oscillador asimetric. Per la seva
deduccid, seguirem la construccié d’un mecanisme proposat per Ortega [27]. Com
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F1GURA 4: Representacié d’un oscillador asimetric.

en el cas harmonic, considerem una massa m penjada d’una molla amb constant de
rigidesa k1 des d’un sostre a Uinfinit. Denotem per x(t) el desplagament de la massa
respecte a la posicié d’equilibri. Ara, considerem una segona molla, sense massa,
amb constant de rigidesa ko de tal manera que la longitud de la molla coincideixi
amb la posicié d’equilibri de la primera, és a dir, z = 0. Aquesta segona molla no
esta ancorada a la massa, pero considerem la massa m de tal manera que, per x < 0,
la massa té contacte amb ambdues molles de constants k; i k2, mentre que per
2 > 0 sobre la massa només exerceix forca la primera molla amb constant k;. (Veure
Figura 4.) Per deduir I'equacié del moviment de la massa sota aquest artefacte
mecanic, hem de considerar les dues disposicions que pot tenir. Si z(t) > 0, ’equacié
del moviment esdevé la mateixa que per l'oscillador harmonic amb constant de
rigidesa k;. Aixi doncs,

() +wiz(t) =0, x(t) >0 9)

amb wy = /L. Si () < 0, sobre la massa actuen ambdues molles alhora. Donat
que la Llei de Hooke és lineal respecte a la constant de rigidesa, obtenim

#(t) +wiz(t) =0, x(t) <0 (10)

amb wo 1= 4/ % Podem escriure les anteriors equacions del moviment de manera
més compacte denotant 7 = max{0,z} i 2~ = max{0, —z}, obtenint aix{ ’equacié
del moviment de l'oscillador asimetric

F+wizt —wizT =0, (11)

on hem omes la dependencia temporal per simplicitat. Essencialment, es tracta d’un

oscillador harmonic amb diferent constant de rigidesa per x < 0 i per > 0.
Lluny de semblar un artefacte academic, 1'oscillador asimétric ha demostrat la

seva presencia subjacent en models mecanics més complexos. N’és un exemple el
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model proposat per Lazer i McKenna en [19] per un pont en suspensié. Considerem
un pont de llargada L i z € [0, L] la variable que parametritza la posicié horitzontal
al llarg del pont. El desplacament vertical del pont u(t, x) respecte a la horitzontal
uw=0 (amb u > 0 en la direcci sota la horitzontal) al punt 2 en funcié del temps ¢
satisfa I’equacio diferencial d’Euler—Bernoulli de 1’elastica

d? d*

e u(t,z) +aut(t,z) = f(t,z), z € [0, L], (12)

amb condicions a la frontera u(t,0) = u(t, L) = (ﬁ%u(t,o) = %u(t,L) = 0. En
Panterior equacié, observem que el factor au® estd motivat pel fet que, en un pont
en suspensid, els cables que el subjecten només interactuen (amb una forca lineal
segons la Llei de Hooke) quan la posicié vertical esta per sota de la horitzontal u = 0
(és a dir, u > 0). La funcié f modela les forces externes a les quals és sotmes cada
part del pont al llarg del temps i, essencialment, esta composta per dos components
f = fi + fo. La més gran, fi, correspon al propi pes del pont mentre que la segona
part, fa, és més petita i té a veure amb els efectes pertorbatius externs a causa de
factors com la friccié del vent. Donada la simetria del pont i 'ancoratge a terra als
punts x =01z = L, la funci6é f es pot modelar de manera simplificada com

. (T
F,t) = (1 + ep() sin ().
Aquest fet motiva la cerca de solucions de la forma u(t, z) = v(t) sin(%2). En efecte,
substituint u(t, ) en lequacié (12) s’obté

N4
b(t) + (E) v(t) +avt (t) = 1+ ep(t).

Finalment, per v(t) = vt (t) — v~ (t), trobem que v(t) ha de satisfer I'equacié

diferencial de l'oscillador asimetric pertorbat

B(t) +wivt(t) —wiv(t) = 1+ ep(t),

amb w? = a+ w3 iws = (%)4.

Comentavem a l'inici de la secci6é que loscillador asimetric (11) és una genera-
litzacié de l'oscillador harmonic. Per una banda, aquest fet és clar ja que coincideix
amb Poscillador harmonic quan wf = w3. Pero, tot i ser un oscillador definit a tros-
sos, l'oscillador asimetric resulta ser també un oscillador isocron. Aquest fet és donat
a que a cadascuna de les dues regions separades per x = 0 l'oscillador asimetric és
lineal. Considerem () la solucié de (11) amb condicions inicials z(0) = 0, £(0) > 0.

Llavors, inicialment, la dinamica de x(t) esta descrita per equacié (9). D’aquesta,

sabem que trigara exactament un temps t; = wll en tornar a x = 0. Precisament,
z(t1) =01 z(t1) = —2(0) < 0. Amb aquestes noves condicions inicials, la dindmica

de x(t) esta descrita ara per 'equaci6 (10) i trigara exactament un temps to = 7~

des del temps t1 en satisfer x(t1 +t2) = 01 @(t1 +t2) = —@(t1) = £(0). Aquest fet
no és només independent de la velocitat inicial, siné de la posicié inicial i mostra
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que tota solucié és periodica de periode minim 7 = 71'(“% + w%) De fet, la solucié
)

de (11) amb condicions inicials 2(0) = A, £(0) = 0 pot escriure’s explicitament com
#(t) = AC(),

on
cos(wst), 0<|t| <=

C(t) — { ) 2wq !
—gin (wp (t— %)) & <[t <3
Considerem el sistema (11) forgat externament per una funcié continua i 27-
periodica p(t),
i+ wizt —wiz™ = p(t). (13)

L’equacié (13) va ser considerada inicialment per Dancer [9, 10] i Fuéik [13, 14]
interessats per l'existencia de solucions periodiques i amb condicions de frontera de
Dirichlet. Considerem la familia de corbes

1 1 2
= | R2: — 4+ — = —} .
7 s {(wl’WQ) <R+ w1 + wy N

Observem que (wy,ws) € o siinomés si totes les solucions de (11) sén 27-periodiques.
Es a dir, (w1,ws) € o generalitza la condicié w € N en el context de 1'oscillador
harmonic. De fet, (n,n) € o. El segiient resultat és degut a Fucik [13] i mostra
Pabseéncia de ressonancia de 'equacié (13) quan (wq,ws) ¢ o.

TEOREMA 2. Si (w1,ws) ¢ o, aleshores l’equacid (13) té una orbita 2w-periddica
per qualsevol p(t).

Continuant amb ’analogia amb el cas lineal, hom esperaria que si (wy,ws) €
o aleshores el fenomen de ressonancia apareix. Dancer [9] va donar exemples
de pertorbacions p(t) tal que I'equacié (13) no té solucions 2w-periddiques quan
(w1, ws) € o. Aquest resultat pot semblar anecdotic en el que ens ocupa sin fos pel
segiient resultat, conegut com a segon teorema de Massera [22]. Sigui

&= X(t,x), v € R? (14)

un camp vectorial X : R x R? — R?, 2r-periodic en ¢ i amb regularitat suficient per
suposar existéncia i unicitat de solucions. Denotem per z(t, zq) la solucié de (14)
amb condicié inicial z(0,z0) = z¢ € R2.

TEOREMA 3 (SEGON TEOREMA DE MASSERA). Si totes les solucions de (14) es-
tan definides en el futur i una d’elles és acotada en el futur, aleshores existeir una
solucio 2m-periodica.

Aquest enunciat és més fort que 'original, que només demana existéncia en el
futur per solucions definides a tg = 0. De fet, la hipotesi d’existencia d’una solucié
acotada en el futur es pot relaxar demanant I’existencia d’'una solucié satisfent que
el limit inferior de la seva norma esta acotat en el futur. Amb aix0 s’obté la segiient
variant del segon teorema de Massera.
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TEOREMA 4. Si totes les solucions de (14) estan definides en el futur i no existeizen
orbites 2mw-periodiques, aleshores

. _ 2
t_l}+moo lz(t, z0)|| = oo per tot zp € R=.

Aquest dltim resultat ens mostra que Dancer [9] troba pertorbacions p(t) tals
que l'equacié (13) és ressonant quan (wq,ws) € 0. També a Dancer [9] apareix per
primera vegada la funcié!

,(6) = /0% p()C(O+1)dt, 6 € R. (15)

Aquesta funcié resulta essencial per entendre el fenomen de ressonancia de 1’oscil-
lador asimetric. Definim

A(p) :={0 e R: ¥,(8) = 0}.

Alonso i Ortega [1] proven el segiient resultat sobre I’existéncia de solucions no
acotades.

TEOREMA 5. Si (wi,ws) € 0 ip € L'(R/2xZ) tal que A(p) és no buit i W},(6) # 0
per tot 0 € A(p), aleshores existeiz R > 0 tal que tota solucid x(t) de l’equacid (13)
amb x(tg)? + i(to)? > R per algun to € R és no acotada en el futur o en el passat.

La notacié R/27Z a ’enunciat anterior i en subseqiients resultats fa referéncia a
Pespai quocient {z + 27Z : € R} on dos elements x,y estan identificats, x ~ y, si
i només si x —y = 2mn per algun n € Z. Una funcié p : R/27Z — R és, per tant,
una representacié d’una funcié 27-periodica en un domini acotat de longitud 2.
Aquesta notacié prové de I’analisi harmonic per solucionar la divergencia de les
integrals involucrades en el calcul de convolucions. Aix{, p € L!(R/277Z) és 'espai
de funcions 27-periodiques integrables a [0, 27]. Es a dir,

27
/ Ip(#)]dt < +oo.

0

Tornem al resultat del Teorema 5. Per motivar la connexié amb el cas harmonic,
notem que si w; = wy = n la solucié de (11) esdevé C(t) = cos(nt). En aquest cas,

U,(0) = /0 7Tp(t) cos(n(t + 6))dt.

Per una altra banda,

ein@

Pr = 5 (/0 p(t) cos(n(t+ 6))dt — i/o p(t) sin(n(t + 0))dt> .

1 La funcié originalment es denota per ®,. Pero, a les properes seccions es fara servir aquesta
notacié per una altra funcié similar i, amb el proposit de comparar-les, s’ha escollit canviar la seva
notacié per U,.
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Per tant, en el cas lineal,

pn|” = o) (T,(0)% + q’;(e)Q) ;

i la condici6 del Teorema 5 és equivalent a la condicié de ressonancia (5) de l'oscil-
lador harmonic, |p,| > 0. Tanmateix, la funcié ¥,(#) no juga el mateix paper que
Pn, en el cas lineal. Liu [20] i Kunze [17] mostren en el seglient resultat que si ¥,, no

canvia de signe, aleshores totes les solucions de (13) sén acotades.

TEOREMA 6. Si (w1,ws) € 0 ip € CO(R/27Z) tal que A(p) = 0, aleshores totes
les solucions de l'equacid (13) sdn acotades. Es a dir, si x(t) és una solucid, llavors
existeir per tot t € R ¢ satisfa

sup(|z(t)] + |2(t)|) < +o0.
teR

Per C* (R/27Z) estenem l'espai de funcions 27-periodiques amb k& derivades
continues. Es rellevant mencionar que la hipotesi C® esdevé tecnica de la prova i és
un problema obert la veracitat del resultat per classes de funcions menys regulars.

Observem que en el cas lineal la dicotomia provocada per Panullacié de |py|
determina que o bé totes les solucions sén no acotades, o bé 2m-periodiques (i per
tant acotades). Tot i desconeixer si és U, la funcié apropiada que generalitza p,, en
el cas asimetric, Alonso i Ortega proven a [1] que els dos tipus de solucions poden
coexistir, com per exemple sota la pertorbacié p(t) = cos(rt) amb r > 1, trencant
la similitud amb el cas continu.

2.3 Potencials isocrons no lineals

Seguint amb la idea de generalitzar I'oscillador harmonic, en aquesta seccié suposa-
rem un oscillador no lineal isocron

24+ V'(z)=0, z €R, (16)

definit a tota la recta real. Es a dir, suposem que x = 0 és I'inic equilibri de
I’equacio i totes les solucions sén periodiques de periode 27. En la mateixa direccié
que a les seccions anteriors, volem estudiar com es comporten les solucions de
I'oscillador no lineal quan afegim una forca externa petita amb el mateix periode.
Més concretament, volem saber com ha de ser p(t) tal que totes les solucions de
I'equacié

&4 V'(z) = ep(t) (17)

sén no acotades per tot € # 0 petit.

Considerem el cilindre C = (R/27Z) x [0, +00) amb coordenades (0, ) i denotem
per o(t,r) la solucié de 'equacié (16) amb condicions inicials z(0) = r, #(0) = 0.
Denotem per 9(¢,r) la solucié complexa de 1’equacié variacional

§+V"(e(t,r)y =0, y(0) =1, §(0) = i.
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Llavors definim la funcié ®, : C — C,

B, (0, r) = % /O "ot — 0t )t (18)

En aquesta seccié demostrarem que la funcié ®, juga un paper analeg al de

Pr. per Poscillador no lineal. Primer, veurem que totes les solucions de (17) sén no
acotades si la condicié

irclf |®,(0,7)] >0 (19)

es satisfa. Després, veurem que si ®,, té un zero no degenerat, aleshores 'equacié (17)
té una orbita periodica. Aquests resultats, juntament amb altres consideracions
sobre oscilladors isocrons no lineals, es poden trobar a [30].

Abans de donar els enunciats i proves d’aquests resultats farem dos comentaris.
El primer és veure que efectivament la condicié (19) és equivalent a la condicié de
ressonancia lineal |p,,| > 0 per Poscillador harmonic. Si prenem V (z) = %nzxz, la
solucié complexa de I’equacié variacional és independent de 7,

Y(t,r) = cos(nt) + ‘ sin(nt).

n
En aquest cas,
e i
,(0,r) = o ), p(t—0) (cos(nt) +o sin(nt)> dt
1 g2 ;e
=5 ; p(t) cos(n(t + 0))dt + Dy /0 p(t) sin(n(t + 0))dt,
i per tant
1 ’r o ’
|®,(0,7))* = e ( /0 p(t) cos(n(t+ 0))dt| + o /0 p(t) sin(n(t + 0))dt ) .

Per altra banda,

ein0 2 )
Dn = o /0 p(t)e_m(”g)dt,
i llavors
1 27 2 2m 2
|13n|2 = o) <’/0 p(t) cos(n(t + 0))dt| + /0 p(t) sin(n(t + 0))dt ) ,

d’on obtenim la identitat |p,| < |®,(0,7)] < [pnl-

El segon comentari és en la direccié del plantejament del propi problema (16). Els
dos models proposats fins ara provenen de la mecanica i sén donats explicitament.
Hom podria ser esceptic i pensar que no hi ha oscilladors isocrons no lineals. El
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segiient resultat es pot trobar a [29] i és una versié global de la teoria de potencials
isocrons elaborada per Urabe [38, 39] que, originariament, era de caire local.

Donat un interval I = (a, 8) amb —co < a < 0 < 8 < 400, es defineix la classe
d’Urabe U(I) com el conjunt de funcions u : I — R que satisfan «(0) =0, u € C(I)
iveCY(I), onv(z) = zu(x).

TEOREMA 7 (TEOREMA D'URABE). Suposem que V € C?(I) satisfa
V(0)=V'(0)=0, 2V'(z) >0 six #0
i que existeiz V € (0,+00] tal que

lim V(z)= lim V(z)=V.

rz—at Tz—pB~

A més a més, suposem que existeir T > 0 tal que per cada g € I, zg # 0, el
problema de Cauchy

i+ V'(z) =0, 2(0) =z, ©(0) =0,

té una solucié amb periode minim T. Aleshores existeix una funcid senar S € U(J)
amb J = (—=(2V)z,+(2V)2) i |S(X)| < 1 per X € J tal que la solucié X (z) de
l’equacio

dX 2w 1

— =—=—— X(0)=0
dx T1+8(X)’ 0) ’
esta definida a linterval I on satisfa
V(r) = =X (z)?

El reciproc d’aquest resultat també és cert. Donada una funcié S(X) amb les
condicions del Teorema i un nombre 7' > 0, la funcié V(z) definida per les identitats
del Teorema satisfa les condicions de ’enunciat i, per tant, produeix un oscillador
isocron. Un exemple d’isocron no lineal definit a tota la recta real és el donat per
S(X) = avarctan X, |a| < 2 proposat per Ortega [28].

Una segona caracteritzacié dels potencials isocrons és la donada per Cima,
Maiiosas i Villadelprat a [8] en termes d’involucions. En aquest cas es suposa que la
funcié potencial V(x) és analitica a R. Diem que o és una involucié estricte si és
una funcié analitica a R diferent de la identitat satisfent o(0) = 01 o(o(x)) = = per
atot z € R.

TEOREMA 8. L’origen de l’equacid &+ V'(x) =0 és un isocron de periode T si i
només si existeir una involucio estricta o satisfent

2

V(z) = ﬁ(z —o(x))? per a tot x € R,
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2.3.1 Ressonancia de I'oscillador no lineal global El segiient resultat mostra
que, si la funcié potencial V(x) de loscillador isocron (16) té segona derivada
acotada i p(t) és una funcié 2m-periodica i localment integrable que satisfa la
condicié de ressonancia (19), aleshores equacié (17) és ressonant per tot € # 0
petit.

TEOREMA 9. Sigui V € C%(R) definida a tota la recta real i satisfent V(0) = 0,
aV'(z) > 0 si x # 0. A més, suposem que totes les solucions de (16) son 27-
periodiques. Suposem que V" (x) és acotada per tot x € R i que la condicié (19)
es satisfa per algun p € L*(R/27Z). Aleshores tota solucié z(t) de l’equacié (17)
satisfa
lim (|z(t)] + |£(t)]) = +oo.
|t]—=+oo

PRroOvA. Per provar el resultat farem servir la variant del segon teorema de Massera
enunciat al Teorema 4. L’estrategia sera provar que no existeixen orbites 27-
periodiques que siguin solucié de (17) per € # 0 petit. Abans, perd, necessitem
estudiar un parell de propietats de I’equacio lineal

i+ a(t)y =b(t), (20)
amb a € L*(0,27), b € L'(0,27) i llall Loo (0,27) < K.

(i) Siguin u(t) i v(¢) les dues solucions funcionalment independents de l’equa-
ci6 (20) amb b = 0 amb condicions inicials 4(0) = 9(0) = 1 i1 4(0) = v(0) = 0.
Aleshores existeix una constant C' > 0, dependent només de K, tal que
(u(t)? +v(t)?)z < C per a tot t € [0, 27].

(i) Sigui y(¢) la solucié de 'equacié (20) amb condicions inicials y(0) = y(0) = 0.
Aleshores |y(t)| < C?||b]| 11 (0,2x) Per tot t € [0,27].

En efecte, per provar (i) observem que la matriu ®(t) = (5 ) és una solucié del

sistema lineal Y = A(t)Y amb A(t) = (,(?(t) (2)) Per la desigualtat de Gronwall,

12 < exp ( / ||A<s>||ds> ,

on || - || denota la norma de matrius induida per la norma del suprem de R2. Es a
dir, donada una matriu A = (a;;) € Ma(R), ||A|| = max{|ai1| + |a12], |az1| + |azz|}.
Donat que ||a||pe(0,20) < K, |A(®)| < max{1, K} = M. Llavors, ||®(¢)|| < ™
per tot ¢ € [0, 2], provant (7). Per veure (i7), aplicant la férmula de variacié de
constants, es té

1
y(t) = / (v(t)u(s) — v(s)u(t))b(s)ds.
0
Utilitzant la desigualtat de Cauchy-Schwarz juntament amb (i) obtenim

< 2.

[N

[o(t)uls) = v(s)u(t)] < (u(t)® +0(t)*)2 (u(s)” + v(s)*)
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Amb la intencié d’arribar a contradiccid, suposem que existeix una seqiiencia
{en} amb €, # 01¢€, — 0 tal que 'equaci6 (17) té una solucié 2m-periodica x,,(t) per
€ = €,. Denotem per X, () la solucié de I'oscillador isocron (16) amb les mateixes
condicions inicials que z,(t) a t = 0. Es a dir, X,(0) = 2,(0) i X,,(0) = &, (0).
Observem que aix0 és possible ja que I'isocron (16) és global. Considerem la diferéncia
Yn(t) = x,(t) — X, (t). Per una banda, la funcié y,,(t) és solucié de I'equacié lineal

§+alt)y =b(t), y(0) =y(0) =0,
amb

1
a(t) = /O V(1= Nan(t) + AXn (1)) dX, b(t) = enp(t).

En efecte, es pot comprovar directament fent servir que X, (t) és solucié de (16),
Zn(t) és solucié de (17) i, pel Teorema del Valor Mig,

Vi(@n(t)) — V' (Xa(t))
Yn(t)

= a(t).
Per la propietat (i7) deduim que

9]l Lo 0,27) < C?lenlllPll L1 (0,27)5 (21)

on fem servir K = sup,cp |V"(2)].
Per altra banda, la funcié y, (t) també és solucié 2m-periddica de 1’equacié lineal

§+ VH(Xn(t))y = enp(t) — qn(),
amb

1
Qn(t) = yn(t)/o [V//((l - A)xn(t) + )‘Xn(t)) - VH (Xn(t))}d/\

Cal observar que els coeficients d’aquesta equacié sén 2w-periodics perque 1’oscil-
lador (16) és isdcron. Totes les solucions de (16) sén del tipus ¢(t—8, r). En particular,
Xn(t) = ¢o(t — 0p,7y) per algun 6,, € [0,27] i 7, > 0. La funcié ¢ (t — O,,7,) és
una solucié 27-peridvdica no trivial de I'equacié homogenia ¢ + V' (X,,(t))y = 0.
Aleshores, per I'alternativa de Fredholm,

27 27
en/o p(t)w(t—en,rn)dt—/o Gn ()Yt — Opyrp)dt = 0.

Altrament,

1 27\' n
B (O 1) = / ) it — g, it
0

27 €n
Fent servir la cota (21) i la definici6 de ¢, (t), el teorema de convergencia dominada
implica E—lnqn (t) — 0 quan n — 400 per tot t € [0, 27]. Per la propietat (i) sabem
que [[Y(-,7n) || Lo (0,27) < C' i, juntament amb la cota (21), tenim que

||Qn||L°o 0,2
% <2C%|Ipllpr 0,2 |1V | o= R)-
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Fent servir de nou la convergencia dominada, ®,(6,,,r,) — 0 quan n — +o0. Aix0
és incompatible amb la condicié de ressonancia (19) i prova el teorema. O

El Teorema 9 és una condicié suficient per la ressonancia de 1'equacié (17) perd,
de fet, no esta massa lluny d’ésser també necessaria. El segiient resultat mostra que
un reciproc parcial de I’anterior resultat és cert: una solucié periodica existeix quan
la funcié ®, té un zero no degenerat. Aquesta condicié de no degeneracié és en el
sentit de la teoria de grau de Brouwer. Sigui £ un subconjunt obert i acotat de R? i
f:Q — R? una funcié continua que no s’anulla a la frontera de . Primer suposem
que f € C*(Q) i té un nombre finit de zeros x1,...,z, € Q amb det f'(z;) # 0 per
cada i =1,...,n. Aleshores el grau de Brouwer de f en {2 es

deg(f,Q) = Zsigndet f(xy).

=1

Si f és continua, pot ser aproximada per funcions fi en les condicions anteriors i
definim

deg(f,Q) = Gm deg(fx, ).

Diem doncs que = € €2 és un zero no degenerat de f si existeix un obert U de = € )
tal que f(y) # 0 per tot punt y € U \ {x} i el grau de Brouwer deg(f,) no s’anulla.

Una propietat important del grau de Brouwer és la seva invarianca per homotopia
i juga un paper clau en la prova del segiient resultat.

TEOREMA 10. Sigui V en les condicions del Teorema 9 i suposem que ®, té un
zero no degenerat (0.,r.) amb r. > 0. Aleshores Uequacic (17) té una solucié
2m-periodica per tot € petit.

Prova. Denotem per z(t; xg, vg,€) la solucié de 'equacié (17) amb condicions
inicials 2(0) = xo, (0) = vy 1 definim

%[-T(t;l‘o,’l}o,G)_.T(t;l‘o,’ljo,o)] Siﬁ#o,
%(t§$071’070) sie=0.

A(t; xo,vg, €) 1= {

Per cada € € R considerem 1’aplicacié al pla F. : R2 — R? definida per
Fe(xo,v0) = (A(27r;xo,vo,e),A@w;xo,vo,e)).

La idea d’aquesta prova és veure que JFy té un zero no degenerat en el sentit de la
teoria de grau de Brouwer. Aquest fet implica que per € # 0 petit 'aplicacié F.
també té un zero. Observem que, per cada €, un zero de I'aplicacié F, correspon a
una solucié 2m-periodica de 'equacié (17).

Com que l'equacié (16) és isocrona de perfode 27, tota solucié no trivial té
periode minim 27? per algin n € N. La funci6 9 (-, r), solucié de 'equacié variacional,
té periode 27” i I’aplicacié

@,(0,r) := <I>p(ﬁ 7)

n’
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esta ben definida al cilindre C. L’aplicacié (6, r) — (n#,r) és un diffeomorfisme local
en el cilindre obert C = (R/27Z) x (0,00). Sigui (6.,7.) el zero no degenerat de @,
de les hipotesis del teorema, aleshores (nfy,r.) és un zero no degenerat de <i>p per
la definici6 del grau de Brouwer.

Considerem el diffeomorfisme

n: (9,7‘) eCr ((p(—%,?”),gb(—%,?“)) € R? \ {(0’0)}'

La funcié y(t) = A(t;n(0,r),0) és la solucié del problema de valor inicial

G+ V" (ot = 7o)y = p(t), 9(0) = §(0) = 0.

Aleshores, per la féormula de variacions de constants,

(R o) =) [ (L2

on M = (7Z¢) iu(t,r) =Reyp(t,r), v(t,r) = Imp(t,r) amb (t,r) la soluci6 de

U —u

Iequacié variacional § + V" (p(t,r))y = 0, y(0) = 1, §(0) = 7. En conseqiiéncia,
(Foon)(0,r) = QWM(—%, r)i)p(&r).

Notem que aqui estem identificant C i R?, de tal manera que <i>p pren valors a R2.
La matriu M té determinant 1 i, en conseqiiencia, els zeros de les funcions Foon i
®,, coincideixen. Per cada X € [0,1] definim Hy : C — R? com
PUIIRY-
Hy(0,7) = M(—22,7)®,(0,7).

Observem que Hy = Jép iHy = %]:0 on, amb J = ((1’ ’01). A més, els zeros de H)
son independents de A. Concluim doncs, per la propietat d’invarianga per homotopia
del grau de Brouwer, que (nf.,r.) és un zero no degenerat de JFy o 7. Aleshores,
(x§,v8) = n(nby,ry) és un zero no degenerat de Fy. Per la discusié inicial, aixd
prova el resultat. O

2.3.2 L’oscillador de Pinney com a prototip amb singularitat Tant I'equacié de
Poscillador lineal, com les de I'asimetric i el no lineal que s’han considerat estaven
definides a tota la recta real. En particular, el seu espai de fase és tot R?. Existeixen,
pero, centres isocrons produits per potencials amb singularitats que estan definits
en una semi-recta propia i, per tant, ’espai de fase és un semi-pla. Un exemple ben
conegut és 'oscillador de Pinney [31],

(41 )
T+-|lz+1—-——= ) =0, x € (—1,400). 22
+ 4 + (x +1)3 (=1, +00) (22)
Veure Figura 5. L’equacié de Pinney és també coneguda com equacié de Ermakov-
Pinney per ser un cas particular d’una familia més general de sistemes integrables
donats per Ermakov [11], tot i que per ser justos la primera aparicié d’aquesta
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C2

\

—1: X

FiGURrRA 5: A l'esquerra, funcié potencial de Pinney amb singularitat a
x = —1. A la dreta, retrat de fase del sistema potencial. La zona ombrejada
correspon a l’anell de periodes, en aquest cas el semi-pla z > —1.

equacié és d’un article de Steen en danés publicat ’any 1874. Es recomana llegir [32]
per un resum historic de I'equacié. Tornant a Pinney, a [31] es déna una expressié
explicita de les solucions amb condicions inicials (0) = r, £(0) = 0. En particular,

ot = =1+ [0+ 1ot (3) + ().

Observem que totes les solucions sén periodiques de periode 27. L’equacié (22)
és un cas particular. Tot i aix0, en molts casos ’existencia d’una singularitat del
potencial V(z) a = a < 0 determina el comportament asimptotic de V(z) quan
x — +00. Aquesta observacid, feta a [7], fa considerar 'equacié (22) com un model
pels centres amb singularitat. Més concretament, a [30] es prova el segiient lemma.

LEMA 11. Sigui V : (a,+00) — [0, +00) una funcid analitica amb V(0) = V'(0) =
0, zV'(z) > 0 si x £ 0 i tal que &+ V'(x) = 0 sigui un centre isocron 2mw-periodic.
Suposem que lim,_,,+ V(z) = 400 @ limy 100 V(2) = +00. A més, suposem que
existeizen £, M > 0 tals que V és conveza a (a,a+§) amba+€ <0 i a (M,400).

Aleshores limg_ oo (V' () — £) = —a/4.

Donat que l'oscillador de Pinney és un exemple paradigmatic dels oscilladors
amb singularitat, és natural preguntar-se com es comporten les solucions quan hi
afegim una pertorbacié externa 2m-periodica. El segiient resultat respon a aquesta
pregunta. Denotem per ¥(¢,7) la solucié complexa de I’equacié variacional

L1 3
i+ 1 (1 ) v =0

amb condicions inicials y(0) = 1, y(0) = 1. Es una comprovacié veure que

COSQ(%) — ﬁ sinz(%) + Zisin(%) cos(%)

Yt,r) = \/COSQ(%) n ﬁsinQ(%)

(23)




22 David Rojas

TEOREMA 12. Siguip € L' (R/27Z) una funcid satisfent la condicid de ressondncia
(19) amb ¥ (t,r) definida a (23). Aleshores totes les solucions de l’equacio
i (o
P4 = _
1 \2

) — (24)

son no acotades per tot € # 0 petit.

En general, comprovar la condicié de ressonancia no lineal (19) per un oscillador
isocron qualsevol pot ser molt dificil. En el cas de l'oscillador de Pinney, aixo és
possible quan la pertorbacié periodica és lineal en sin(t) i cos(t).

COROLLARI 13. Suposant que p(t) = ag + aj cos(t) + by sin(t), equacic (24) és
ressonant si a3 + b3 > 9a3.

2.3.3 Ressonancia d’un isocron acotat Fins ara tots els oscilladors tractats han
sigut isdcrons globals. Es a dir, totes les solucions de les equacions sén ben definides
i 2m-periodiques. Un fenomen no gaire comt pero possible és el cas d’oscilladors
isocrons acotats. En general, un centre acotat al pla acostuma a estar confinat a la
regio delimitada per una orbita homoclinica o heteroclinica. Aquesta situacié és
incompatible amb la isocronia, ja que en ambdés casos almenys un equilibri es troba
a la frontera de I'anell de periodes i, per continuitat, el periode de les solucions
properes a aquesta frontera ha de créixer a infinit. Malgrat aixo, és possible construir
centres isocrons acotats fent servir funcions potencials amb singularitats. Per tal de
diferir del cas de l'oscillador de Pinney, aquesta singularitat ha de ser integrable.
Es a dir, 'equacio
i+ V' (x)=0

ha de ser singular, pero el Hamiltonia H(z,4) = $i? + V() ha de ser regular. En
aquest cas es diu l'equacié diferencial té una singularitat debil.

En primera instancia lexistencia d’oscilladors isocrons acotats podria semblar
estranya. Tanmateix, la caracteritzacié d’isocrons d’Urabe presentada al Teorema 7
és una molt bona eina per crear-ne. De fet, segons aquest resultat, hi ha tants oscil-
ladors isdcrons acotats com funcion senars S € C(I) N CH(I'\ {0}) amb I = (a, 3),
a < 0 < f, satisfent S(a) + 1 = 0. L’exemple més senzill satisfent aquestes
caracteristiques és la funcié identitat, S(X) = X, la qual, fent servir el Teorema 7,
produeix 'oscillador isocron acotat

1
Vit2r

L’anterior n’és una mostra, pero durant la resta de la seccié considerarem el
cas genéric. Suposem que V € C?(I) és una funcié potencial definida a I'interval
I = (a,+00) amb —oo < o < 0 satisfent V(0) =V'(0) =0izV'(z) >0siz#0. A
més a més, suposem que

i4+1- 0, z€(—1,32). (25)

lim V(z)= lim V(z) =V < 400, i lim V'(z)= 4o,

z—at r—B~ r—at
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FIGURA 6: A T’esquerra, funcié potencial amb singularitat debil a z = a.. A

—

Vi

la dreta, retrat de fase del sistema potencial. La zona ombrejada correspon
a l’anell de periodes. La seva frontera esta emfatitzada en negreta.

amb 0 < 8 < +o0o. Amb aquestes condicions, I'equacid
i+ V' (x)=0,z€el (26)

té un centre a l'origen amb anell de perfodes & acotat (veure Figura 6). Es important
observar que les solucions fora de & no estan definides globalment ja que presenten
una collisié amb la singularitat = a en temps finit.
Suposem que totes les solucions periodiques contingudes a &2 sén 27-periodiques
i, per a cada € > 0, denotem per @.(t, (zo, Zo)) la solucié de I'isdcron acotat pertorbat
periodicament
i+ V/(2) = p(t), 2(0) = a0, #(0) = o, (27)

amb (zg,Z0) € &. A més, denotem per
906(1571’{) = {‘106(15’ (‘TO’iO)) : (Io,i’o) € u}v

al conjunt de totes les solucions de ’equacié (27) amb condicions inicials al sub-
conjunt U C &. En aquest cas, el cilindre sobre el que es defineix la funcié @,
introduida a (18) és acotat. En efecte, considerem C = (R/27Z) x [0, ) amb coor-
denades (0, 7). La resta de funcions sén definides de la mateixa manera que en el
cas global. El resultat de ressonancia per ’isocron acotat és com segueix.

TEOREMA 14. Suposem que V satisfa les condicions anteriors i siguip € L' (R/27Z)
satisfent la condicid de ressondncia (19). Aleshores, per cada subconjunt compacte
K C & amb interior no buit i d > 0 existeiz €* > 0 tal que si 0 < ¢ < €* llavors
tota bola oberta de condicions inicials B C KK amb diametre d satisfa p.(t,B) ¢ K
per algun temps t > 0.

Observem que aquest resultat és bastant diferent dels obtinguts fins ara en quant
a ressonancia. El fet que ’anell de periodes, on les solucions 27-periodiques estan
definides globalment, sigui acotat fa que el resultat de ressonancia en aquest cas
s’hagi d’entendre com un resultat d’escapada de I’anell. Més concretament, el que
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FIGURA T7: A T’esquerra, representacié del conjunt 5,. A la dreta, represen-
tacié del conjunt B5,,.

s’afirma és 'existencia d’algun moment en el qual s’abandona ’anell de periodes.
Pero, aixo no treu que les solucions puguin tornar eventualment.

Tant en el Teorema 9, on es tracta la ressonancia de ’oscillador no lineal global,
com en el Teorema 12, on es tracta 'oscillador de Pinney, ’eina clau per provar els
resultats és la variant del Segon Teorema de Massera presentada al Teorema 4. En
aquest cas, tal com s’ha comentat abans, no totes les solucions estan definides en el
futur. Aixo impossibilita fer servir la mateixa estratégia que en els casos anteriors.
En comptes del Segon Teorema de Massera, 1’eina clau en aquest resultat és el
segiient teorema de Punt Fix de Montgomery (veure [27, Seccié 3.9]).

TEOREMA 15 (TEOREMA DE PUNT FIX DE MONTGOMERY). Siguin A C R? un
subconjunt obert i simplement connex amb mesura finita i h : A — A un homeo-
morfisme que preserva la orientacid i l’area. Aleshores h té un punt fiz.

La primera part de la prova del Teorema 14 si és analoga a la del Teorema 9
i es demostra de manera similar: consisteix en provar la no existencia d’orbites
2m-periodiques. En aquest cas, en comptes de no existencia global, la no existencia
es dona per compactes dins ’anell de periodes.

PRrOPOSICIO 16. Sota les hipotesis del Teorema 14, per a tot subconjunt compacte
KK C & amb no interior buit no existeix cap solucid 2mw-periodiques de 'equacid (27)
continguda a K per € # 0 petit.

No és restrictiu pensar que K és un subconjunt compacte simplement connex.
Considerem la familia d’aplicacions de Poincaré

P.:K— (a,40) xR

definides per P.((zo,Z0)) = @c(2m, (zg, Zo)). Com que per € = 0 totes les solucions
de I'equaci6 (27) amb condicions inicials contingudes a & sén definides globalment,
podem assegurar l’existencia de €** > 0 tal que si 0 < € < €**, aleshores totes
les solucions de ’equacié (27) amb condicions inicials contingudes a K estan ben
definides per t € [0, 27].
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Per provar el Teorema 14 procedim per reduccié a ’absurd i suposem que
existeix una seqiiencia {e,}n>0, €, — 0, satisfent 0 < €, < €** tal que per cada
€ = €, existeix una bola oberta de condicions inicials B,, C K amb diametre d > 0
que es manté dins de K sota laccié del flux positiu de 'equacié (27). Es a dir,
¢e, (t, B,) C K per tot t > 0. En particular, P" C K per tot m > 1. Donat que
l'aplicacié de Poincaré P, convergeix a la identitat uniformement sobre subconjunts
compactes quan n — 400 i, donat que el diametre de la bola B, és fixe, existeix
0 < €* < e** tal que si 0 < ¢, < €* aleshores P, (B,) N B, # 0. A més a més, com
que P, és injectiva, tenim P 1(B,) N P (B,) # 0 per cada enter m > 0. En
particular, la unié de tots els iterats de Poincaré de B,,,

B, := | J P"(B),

m>0

és un subconjunt obert simplement connex i positivament invariant sota 1’accié de
laplicaci6 P, . Es a dir, P, (B,) C B,. (Veure Figura 7 esquerra.)

Per tal d’aplicar el Teorema de Punt Fix de Montgomery, necessitem que el
conjunt A sigui invariant per "homeomorfisme h. En aquest cas, seguint [27, Lemma
17], veiem que la invariancia la podem obtenir prenent el conjunt int(B,,), on int(A)
denota I'interior del subconjunt . El conjunt obert int(B,,) és connex i invariant
per 'accié de P, pero no és necessariament simplement connex. Per superar aquest
obstacle, considerem l§n el conjunt obert simplement connex format per int(B,,) i
els seus possibles forats plens. (Veure Figura 7 dreta.)

Amb aquesta construccid, En és un subconjunt obert simplement connex invariant
sota ’accié de l'aplicacié P, . A més, B, té mesura finita ja que esta contingut
dins del compacte K, que és simplement connex. Podem doncs aplicar el Teorema
del Punt Fix de Montgomery per concloure que P, té un punt fix a B,,. Aquest
punt fix clarament correspon a l'existeéncia d’una solucié 2w-periddica de (27) per
€ = €, continguda a K, la qual cosa contradiu la Proposicié (16) i prova l’enunciat
del Teorema 14.

Similar al cas de 'oscillador de Pinney, el Teorema 14 es pot aplicar efectivament
en ’exemple (25) quan es pertorba amb una funcié periodica lineal en sin(t) i cos(t).

COROLLARI 17. Suposant que p(t) = ag + ay cos(t) + by sin(t), 'equacié (25) és
ressonant en subconjunts compactes si

2
9ag

G {0 = RO

on J,(x) denota la funcié de Bessel de primer tipus.

2.4 Generalitzacio de l'oscillador asimetric: el cas no lineal

De la mateixa manera que els resultats anteriors generalitzen la condicié de res-
sonancia de I'oscillador harmonic, sembla natural preguntar-se si el mateix succeix
amb Doscillador asimétric. Mafosas i Torres a [21] proven l'existéncia de oscilladors
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asimetrics no lineals. Siguin F(z) = 222 + O(z®) i G(z) = %2% + O(2?), a,b > 0,

funcions analitiques definides a un entorn de x = 0. Es defineix el sistema a trossos?
%—I—F’(m):O S%{,CZ(L (28)
I+ G (x)=0 siz<O.

TEOREMA 18. Sigui F(z) = %22 + O(z*) una funcié parell i analitica a x = 0.
Aleshores, per a cada b > 0 ezisteix una inica funcié G parell i analitica a x = 0 tal
que G(z) = 522 + O(a*) i el sistema (28) té un centre isocron a l'origen de periode

)

Observem que, en efecte, ’anterior resultat generalitza 1’existéncia de ’oscillador
asimetric (11) en el cas no lineal prenent a = w? i b = w3. Fins on l'autor d’aquest
article coneix, el problema de ressonancia en l'oscillador asimetric no lineal no
ha estat abordat encara. Sembla raonable que, adequant les tecniques que s’han
fet servir per l'oscillador asimetric lineal, es pogués arribar a resultats similar als
d’aquest.

2.5 Resultats de ressonancia per Hamiltonians més generals

Els sistemes potencials tractats fins ara sén casos particulars de sistemes Hamiltoni-
ans. Tant el fenomen d’isocronia com el problema de ressonancia no sén exclusius
dels sistemes potencials i alguns dels resultats que s’han vist fins ara poden es-
tendre’s a Hamiltonians més generals. Considerem H : R? — R de classe C*,
positiva i positivament homogenia de grau 2. Es a dir, per a tot u € R2i X\ > 0,
H(Au) = NH(u) i minj,=; H(u) > 0. A més, suposem que el gradient VH és
Lipschitz continu. En aquestes condicions, el sistema Hamiltonia

o= JVH(u), (29)

amb J = ((1J Bl), té un centre isocron a l'origen de periode 7. Considerem, amb
I'esperit de generalitzar els escenaris anteriors, el sistema Hamiltonia pertorbat
periodicament

= JVHu)+ p(t) (30)

amb p : R — R? continua i 2w-periddica. Fonda a [12] prova, sota les anteriors
condicions, que si 27” ¢ N aleshores el sistema (30) té una solucié 2w-periodica per
a qualsevol pertorbaci6 p(t). A més a més, prova que si 27” € N, aleshores existeix
una pertorbacié 2m-periddica p(t) tal que totes les solucions del sistema (30) sén no
acotades.

2 El sistema original a [21] esta definit a trossos respecte la velocitat £ = 0, en comptes de la
posicié = 0 que hem fet servir a (28). El resultat de 'existéncia de oscillador asimetric no
lineal continua sent cert en aquest cas i s’ha considerat ’escriptura respecte x = 0 per una més
senzilla comparacié amb 1’asimétric lineal (9)-(10).



Oscilladors en ressonancia 27

Amb Desperit de caracteritzar les pertorbacions que produeixen ressonancia,
Fonda introdueix la funcié® de ressonancia ¥, : R? — R associada a (30) definida
per

U,(0) = /0 ! (p@)|e(t+0))dt, 6 € R, (31)

on ¢ és la solucié del sistema isocron (29) tal que H(p(t)) = 1. La funcié ¥, és
continua i T-periodica i serveix com a criteri de ressonancia del sistema (30) com es
mostra als segiients dos resultats.

TEOREMA 19. Sigui p € C%(R/27Z). Suposem que 27” € N ¢ que V), no canvia de
signe. Aleshores, totes les solucions de (30) sdn acotades.

TEOREMA 20. Sigui 27” € N i suposem que ¥, canvia de signe al menys quatre
vegades a Uinterval [0,7), amb tots els zeros simples. Aleshores, el sistema (30) té
una solucio 2mw-periodica, mentre que totes les solucions amb condicions inicials
prou grans som no acotades.

Notem la similitud d’aquests dos darrers enunciats amb els Teoremes 5 i 6 per
loscillador asimetric. A més, la funcié ¥, a (31) és definida sobre una solucié
del sistema isocron, tal com es defineix la funcié de ressonancia per 1’oscillador
asimetric (15). Aquests fets motiven l'eleccié de la mateixa notacié per ambdues.

Fins on arriben els coneixements de 1’autor, no hi ha resultats de ressonancia
per Hamiltonians en les condicions de I'inici de la seccié fent servir una funcié de
ressonancia analoga a la definida per l'oscillador no lineal (18). Esa dir, fent servir la
solucié de les equacions variacionals en comptes de la solucié de I’isocron. Semblaria
possible trobar generalitzacions dels resultats de ressonancia dels potencials no
lineals en el marc dels Hamiltonians isocrons.

3 Ressonancia auto-parametrica

En aquesta seccié visitarem un concepte de ressonancia una mica diferent als
anteriors. Fins ara, hem fet servir el concepte de ressonancia associat a que totes
o una gran quantitat de solucions d’un model sén no acotades i produeixen grans
oscillacions. Aquest fet anava de la ma de la congruencia entre la freqiiencia de 1’oscil-
lador i la de la pertorbacié periodica externa. Moltes vegades, el propi fet d’aquesta
congruéncia rep el nom de ressonancia, independentment del comportament (local
o global) de les solucions. En aquesta seccié veurem que hi ha models en els quals
tenim dos modes d’oscillacié (és a dir, dos tipus d’oscillacié propis) i el sistema pot
presentar ressonancia intrinsecament sense necessitat de forces externes.

Un exemple classic és el pendol de longitud variable (o peéndol-molla) presentat
per Olsson a [26]. Quan la massa del pendol-molla s’escull de tal manera que la
molla s’estira un terc de la seva longitud sense massa per assolir la posicié d’equilibri,
petites oscillacions verticals de la molla es tornen inestables i ’oscillador passa de

3 De nou s’ha canviat la notacié original per evitar confusié a 'hora de comprar-la amb &,
definida a (18).
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FIGURA 8: Representacié d’un péndol de longitud variable.

vibrar en el mode harmonic a vibrar en el mode peéndol. Aquest fet es coneix com
ressonancia auto-parametrica i esdevé conseqiiencia de la inestabilitat d’un dels
modes d’oscillacié. Aquest fenomen es pot visualitzar, per exemple, al video [36] del
canal de Youtube Steve Mould. A les properes seccions visitarem aquest exemple i
una relacié del mateix amb un model del pont de Tacoma-Narrows presentat per
Arioli i Gazzola a [3].

3.1 Peéndol amb longitud variable

Considerem una molla de longitud ¢y en repos ancorada al sostre i hi pengem una
massa m de 'extrem inferior. Tal com vam veure a la Secci6 2.1, la molla s’estira a
causa del pes de la massa assolint una nova longitud d’equilibri
mg
-
Denotem per z(t) i z(t) les desviacions horitzontal i vertical, respectivament, de la
posicié d’equilibri tal com es mostra a la Figura 8.
Les energies cinetica i potencial del sistema venen donades per les expressions

2o = o + (32)

T(t) = " (@0 +207) 1 V() = mg=(t) + & (6 — (1)),

on £(t) = /(20 — 2(t))2 + x(t)? és la longitud de la molla a cada instant de temps.
L’energia total conservada del sistema s’escriu com

H=T@F) +V() = % (2(t)* + (1)) + mga(t) + g (o — £(1))° .

Ometrem a partir d’ara la dependéncia temporal per simplicitat. Definim w? := k/m

i wg := g/z0 1, amb DPesperit d’assumir que les desviacions des de 1’equilibri sén
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petites, expandim el Hamiltonia A per x i z petit fins a ordre cubic, obtenint el
Hamiltonia aproximat

mg”

=" (552 —&—ngQ) + (z'2 +w§z2) — %/\zx2 + 52

2 2
on \ 1= w2ly/z3. Observem que els dos primers termes del Hamiltonia corresponen
a moviments harmonics en les posicions horitzontal i vertical, respectivament. El
tercer terme fa d’acoblament entre els dos modes vibratoris i permet la transferencia
d’energia d'un a ’altre. L’iltim terme és constant i no contribueix a la dinamica.
Del Hamiltonia H deduim les equacions del moviment,

T+ wf)x = \rz,
P4 wz = Za2 (33)

2

En termes generals, petites desviacions de la posicié d’equilibri corresponen a
moviments harmonics independents. Aixo és el que es dedueix dels termes de grau
baix de les equacions (33), ja que el terme d’acoblament és de grau superior. Pero,
com veurem a continuacidé, una ressonancia entre les freqiiencies dels dos oscilladors
(horitzontal i vertical) pot causar que petites variacions creixin rapidament en
amplitud.

Suposem que la vibracié vertical és dominant respecte a la horitzontal, de tal
manera que = < z. De la segona equaci6 de (33) obtenim que el moviment vertical
amb condicions inicials z(0) = a, 2(0) = 0, es pot aproximar per la solucié harmonica

z(t) = acos(wst).

Substituint aquesta a la primera equacié de (33), obtenim l’equacié diferencial de
segon ordre
i+ (w) — Aacos(wst)) = 0. (34)

Aquesta equaci6 es un famds cas particular d’equacié de Hill coneguda com equacié
de Mathieu [23, 25, 37].
En general, I'equacié de Mathieu

&+ (d+ecos(t)z=0 (35)

ha estat molt estudiada i, en particular, s’ha determinat completament les regions
d’estabilitat de I'equilibri x(t) = #(t) = 0 al pla de parametres (d,¢) € R%. A la
Figura 9 podem veure les regions estables (zones ombrejades) i les regions inestables
(zones en blanc) anomenades, també, llengiies d’Arnold. Les regions estables es

connecten als punts de la forma (§,0) amb § = %2 per n € N. Aquests punts, en
particular, sén inestables i és d’on “neixen” les zones d’inestabilitat per € # 0. Amb
un canvi apropiat de temps, podem relacionar 1’equacié (34) amb la forma normal
de 'equacié de Mathieu i obtenir que aquests punts d’inestabilitat corresponen a la

relacié 5
Ys 2 neN. (36)
n

Wp
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F1GURA 9: Regions estables i inestables de ’equacié de Mathieu. Figura
extreta de [37, Fig. 4.1.].

7

iy

TN 7"

Per n =1 aix0 es tradueix a ws = 2w,,, una ressonancia de tipus 2 : 1 entre les
freqiiencies dels dos oscilladors harmonics de (33). Reprenent la notacié w? = k/m
i wg = g/z9, observem que la igualtat w, = 2w, es tradueix a

mg 2o

k 4

Imposant aquesta igualtat a (32), obtenim
4
zZo = 560

Es a dir, la ressonancia es produeix justament quan la longitud d’equilibri en penjar
la massa de la molla és 1/3 més gran que la longitud de la molla en repos. Es
important observar que aquest fenomen correspon a la ressonancia 2 : 1 entre les
freqiiéncies per satisfer la identitat (36) amb n = 1. Pero, la resta de ressonancies
possibles, n > 2, sén incompatibles amb el problema del péndol de longitud variable
per la restriccié elemental zg > £.

3.2 Model del pont de Tacoma-Narrows

No podriem acabar un text que parla sobre el fenomen de la ressonancia sense men-
cionar, d’alguna manera, un dels exemples més paradigmatics d’aquest fet. Ja sigui
per la seva espectacularitat o per la seva rellevancia arquitectonica, ’esdeveniment
que va succeir el 7 de novembre de 1940 ha acabat sent un referent de I'efecte de la
ressonancia.
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F1GUrA 10: Discretitzacié d’un pont en suspensié. Figura extreta de [3,
Fig. 2.].

S6n molts els models proposats per donar explicacié al collapse del pont de
Tacoma-Narrows [4, 5, 33]. Molts d’ells estan basats en l'efecte del vent i la creacié
de vortex a través de la dinamica de fluids. Per exemple, Amman, von Kdrmén i
Woodruff [2] atribueixen el desastre a la ressonancia del pont amb el vent basant-se
en simulacions dins de tinels de vent. Malgrat aixo, Scanlan [34], i Green i Unruh
[15] neguen que la creacié de vortex fos rellevant en 'augment de les vibracions
de torsié. Més recentment s’ha comencat a posar de manifest la relacié d’aquest
fenomen amb el comportament no lineal de les estructures [18]. En aquesta secci6
visitarem un model on es proposa que el collapse del pont de Tacoma-Narrows és
degut a una ressonancia interna entre les freqiiéncies de dos modes vibratoris del
sistema: les oscillacions verticals del pont i les de torsio.

El model que proposen Arioli i Gazzola [3] considera un pont en suspensié
format per un nombre finit de barres paralleles connectades mitjancant forces
lineals d’atraccié. A la Figura 10 podem veure una representacid, on les barres estan
ressaltades en negreta i estan unides als tensors verticals, i les arees transversals
representen les connexions entre les diferents barres. Tot i que el model proposat
considera un nombre arbitrari de barres acoblades, tant per la descripcié del model
com per extreure’n la conclusié d’inestabilitat del problema, és prou amb considerar
només una barra.

Considerem una barra de massa m i longitud 2¢ sostinguda per dos cables als
extrems. La posici6 de la barra es pot descriure pel seu desplagament vertical y(t)
respecte a la posicié d’equilibri i I'angle de rotaci6 6(t), tal com es mostra a la
Figura 11. Les forces de suspensi6 dels cables laterals Cy i C5 sén denotades per
f(y+ {sin) i f(y — £sinf), respectivament. Denotant per F(s) := — [; f(u)du,
I’energia potencial del model ve donada per ’expressio

V=F(y—{sind) + F(y + {sin@),
mentre que ’energia cinética és

1 . me2 .
T = —my?* + —62%
2 6
Observem que el primer terme de 'energia cinetica correspon a ’energia cinetica
provinent del moviment vertical, mentre que el segon terme és ’energia cinetica de
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FicUuraA 11: Representacié d’una barra en suspensio.

torsié. De la conservacié de I'energia, obtenim el Hamiltonia H =V 4 T i, per tant,
deduim les equacions del moviment

ijz%(f(y—f—ﬁsin@)—i—f(y—ﬁsinﬁ))7

.3 (37)
0= %COSH(f(y—i—ZsinG) — f(y —{£sin®)).

Clarament la massa m no juga paper en I’anterior sistema i, per tant, considerarem
m = 1 a partir d’ara. Els autors de [3] suggereixen f(s) := —(s + s? + s?) com
a model de la forca dels cables. Fent servir I'aplicacié de Poincaré¢ al pla (0, 9),
observen que ’equilibri (6, 6) = (0,0) (corresponent a una orbita periodica al pla
(y,9)) passa de ser estable a inestable quan ’energia passa un cert llindar. En
comptes de resseguir als autors, en aquesta seccié veurem com el model anterior
esta relacionat amb l'equacié de Mathieu (35).

Seguint els passos de la seccié anterior, considerem que la vibraci6 vertical és
dominant respecte a la de torsid, de manera que 6 < y. Assumint, a més, que el
desplagament vertical és petit, la primera equacié de (37) es pot aproximar per
l'oscillador harmonic § + 2y = 0 i, per tant, podem aproximar el moviment vertical
per y(t) = acos(v/2t), a > 0. Substituint aquesta expressié en la segona equacié de
(37) i prenent només el terme lineal en 6 de I’equacid, obtenim 'equacié diferencial

0+ (6 + 12a cos(V2t) + 184> Cos(ﬁt)2> 6=0.

Fent servir el canvi de temps 7 = /2t i propietats trigonometriques elementals,
obtenim la segiient forma generalitzada de ’equacié de Mathieu

d*0 ( 9, 9, >
_— — — 2 = 0.
72 + {3+ 5% + 6a cos(T) + 54 cos(27) )0 =0 (38)

L’augment de lenergia a [3] es pot interpretar com l'augment de amplitud a
en l'equacié anterior. L'equacié (38) té la forma d’una generalitzacié de I'equacié
Mathieu classica, donada per

&+ [§ + e(cos(t) + acos(2t))]x = 0.
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Observem que les dues freqiiencies involucrades sén commensurables. Broer i Simé [6]
estudien com el diagrama de regions d’estabilitat de ’equacié de Mathieu varia quan
a és considerat un parametre petit. Fent servir, per exemple, els mecanismes que
presenten Jordan i Smith a [16] bassats en l'existéncia de solucions 27-periodiques
o metodes pertorbatius, és possible construir un diagrama de regions d’estabilitat
similar al de la Figura 9 quan « = «(¢€), com és el cas de 'equaci6 (38). De fet, la
soluci6 trivial z(t) = @(t) = 0 per § = 3 i € i a petits és estable. La inestabilitat
prové de la sortida de la regié d’estabilitat en aumentar € i a. Aix0 es deu a que
0 = 3 no és un punt de naixement de les regions d’inestabilitat de 1’equaci6 de
Mathieu. Sembla raonable pensar que els resultats d’estabilitat presentats a [3] es
poden relacionar amb les regions d’estabilitat de ’equacié de Mathieu amb dos
freqiiencies commensurables.
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