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INTRODUGCAO




O problema fundamental da mecénica celeste é o problema dos n-corpos o qual consiste
em descrever o movimento de n particulas materiais submetidas unicamente a suas forcas
de atracdes gravitacionais mituas. No presente trabalho estudaremos um caso particular
deste problema, isto é, estudaremos o movimento de uma particula de massa infinitesimal,
submetida unicamente a atragéo gravitacional de trés outras, as quais estdo situadas em
uma das posi¢des de equilibrio colineares do problema dos trés corpos. Consideraremos,
também, a hipdtese simplificadora de que duas das trés particulas tém massas iguais e
estao situadas em posicdes simétricas em relagdo & origem e que a outra particula estd
situada na origem do sistema de coordenadas. Este problema foi estudado por Moulton
em 1900 [M]], que calculou as solugbes de equilibrio relativo e seus comportamentos em
funcao das massas dos primdrios. O estudo que faremos deste problema restrito dos quatro
corpos esté relacionado com questdes importantes do problema restrito dos trés corpos e
do problema de Kepler em coordenadas giratérias.

No Capitulo 1 escreveremos as equacdes do movimento em um sistema de coordenadas
inerciais com origem no centro de massa. Posteriormente, através de uma transformagéo
de coordenadas, obteremos as equacdes do movimento em um sistema de coordenadas
giratérias, em relagdo ao qual o problema permite uma descri¢io que nao depende do
tempo. Faremos uma normaliza¢do na unidade de massa, com o objetivo de obter uma
familia de equagdes diferenciais ordindrias, dependendo de um tnico pardmetro u € [0,1/2]
de tal maneira que para p = 0 temos as equagdes do problema de Kepler em coordenadas
giratérias, e para g = 1/2 temos o caso particular do problema restrito dos trés corpos
em que os primérios tém massas iguais. Em resumo, como veremos na Secgédo 1.6, em um
sistermna de coordenadas giratoérias (sistema sinédico) e escolhendo as unidades de longitude,
massa e tempo de maneira adequada as equagdes do movimento do problema restrito dos
quatro corpos podern ser escritas como

-2y =Qg,
§+ 2z = (),
onde
Q=Q(w,y)=%(w2+y2)+1—fp—2—”-+8u (—}%+—}%>,
P? =% 442,
Pl =(z—1)" +¢%,
P} =(z+1)+y%
Note que

C =20(z,y) - (&% +9°)
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é uma integral primeira de nosso problema, a qual serd chamada de integral de Jacobs, ja
que coincide com esta quando g = 1/2.

No Capitulo 2 calcularemos os pontos de equilibrio (dois triangulares e quatro colineares)
e estudaremos o comportamento destes pontos quando variamos o pardmetro u € [0,1/2].
Em seguida, provaremos alguns resultados relacionados com os pontos criticos (ver Teorema
2.2.1) e utilizaremos estes resultados para determinar as curvas de velocidade zero, regides
de movimento (regides de Hill) e os niveis de energia. Finalmente escreveremos as equagdes
do movimento na forma Hamiltoniana. E bem conhecido que a cada um dos seis pontos
de equilibrio corresponde um ponto critico do sistema Hamiltoniano obtido; estudaremos
a natureza local desses pontos criticos nos Teoremas 2.5.1 e 2.5.3.

No Capitulo 3 usaremos os elementos de Delaunay e de Poincaré bem como a simetria
do problema para provar a existéncia de 6rbitas periddicas que correspondem, no caso do
problema restrito plano e circular dos trés corpos, as que Poincaré chamou de primeira e
de segunda espécies.

As condigbes suficientes para garantir a existéncia das orbitas de primeira e segunda
espécies no problema restrito dos quatro corpos sdo dadas através dos seguintes teoremas:

Teorema A (ver Teorema 3.7.1). Se o periodo T # 2km,k = —1/2,0,%1,42... entdo
para p suficientemente pequeno (dependendo de T') existe uma solugéo periddica do prob-
lema restrito dos quatro corpos de periodo T a qual depende analiticamente de p, e se
reduz a solugdo circular do problema de Kepler giratdrio quando u = 0.

Teorema B (ver Teorema 3.9.1). Dados p e g inteiros ndo nulos e 1 > 0 suficientemente
pequeno (dependendo de p e g), existe uma solucdo periédica do problema restrito dos
quatro corpos, a qual se reduz a solugéo eliptica com movimento médio ¢/p, do problema
de Kepler em coordenadas siderais quando p = 0, sempre que a drbita periddica para
p = 0, em coordenadas giratdrias ndo passe nos pontos (—1,0) e (1,0).

Em seguida consideraremos uma certa aplicagdo de Poincaré I', associada ao fluxo
do referido sistema Hamiltoniano e utilizando o Teorema “twist”, asseguraremos a ex-
isténcia de uma familia de curvas (homeomorfas a circunferéncias) que ficam invariantes
pela referida aplicagdo de Poincaré. Obteremos, como conseqiiéncia, que as érbitas com
condi¢ao inicial em uma destas curvas invariantes geram um toro invariante pelo fluxo e
que as Orbitas peridédicas de primeira espécie sfo estdveis dentro da superficie de nivel da
integral de Jacobi onde vivem. Mais concretamente, temos o seguinte teorema:

Teorema C (ver Teorema 3.11.2). A transformacio de Poincaré T',, definida em uma
secc¢ao transversal a drbita periddica de primeira espécie dada pelo Teorema A para p
suficientemente pequeno, tem curvas analiticas invariantes C, (préximas as circunferéncias
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invariantes por I'y), de maneira que para qualquer z € C,, os pontos ['}(z) formam um
conjunto denso na curva C.

No Capitulo 4 estudaremos o fluxo do referido problema para o caso em que a energia é
compativel com a existéncia de quatro componentes conexas para a regifo de Hill (estudada
no Capitulo 2), o pardmetro de massa p > 0 é suficientemente pequeno e o corpo de massa
infinitesimal estd situado na componente localizada em volta da origem do sistema de
coordenadas.

Utilizaremos a transformaciao de coordenadas conhecida como “blow-up”, devida a
McGehee [M2] e adaptada ao problema restrito dos trés corpos em [L2], com o objetivo
de remover a singularidade r = 0 e estender analiticamente o fluxo sobre uma variedade
invariante A, dada por r = 0, e denominada variedade de colisdo. Em seguida estudaremos
o fluxo sobre esta variedade e utilizaremos este estudo para obter informagdes a respeito
do fluxo quando r estd préximo de zero.

Denotaremos por W&(u) (ou respectivamente por Wg&(u)) o conjunto formado pelas
érbitas de colisdo (ou respectivamente ejecgdo) com o primario de massa mg = 1 — 24 no
nivel de Jacobi C. E por v3(u) e v%(u) as interseccdes de Wi (p) e Wg(p) com o anel
7 =0.

Mostraremos que para todo 0 < p < 1/2 o conjunto das érbitas que chegam ou saem
de colisdao com um dos primérios de massa positiva € topologicamente um cilindro. E bem
conhecido que para u = 0 o cilindro das 6rbitas que chegam a colisfo coincide com o das que
saem; mostraremos que sendo u > 0 suficientemente pequeno estes cilindros interceptam-se
transversalmente originando pelo menos duas 6rbitas de ejec¢do-colisdo que cortam uma
vez a superficie 7 = 0. Malis precisamente, temos o seguinte teorema:

Teorema D (ver Teorema 4.5.5). Para o problema restrito dos quatro corpos as
seguintes afirmacGes verificam-se:

(1) Para todo u € [0,1/2], e cada valor da constante de Jacobi C > 0, o conjunto das
6rbitas que comecam ou terminam em colisdo com um dos primarios de massa ndo
nula é topologicamente um cilindro.

(2) Para p > 0 suficientemente pequeno e C > 2 as curvas v&(p) e v&(p) sédo analiti-
camentes difeomorfas a circunferéncias e interceptam-se transversalmente em pelo
menos dois pontos. Em um destes pontos a coordenada 6 = 0 e no outro 8 = .

(38) Para cada valor da constante de Jacobi C > 0, existe um valor do pardmetro
to = po(C) tal que qualquer que seja p € (0, po| existem pelo menos duas drbitas
de ejeccdo do primadrio de massa 1 — 24, as quals cortam uma vez a superficier =
e vao a colisdo com o primario de massa 1 — 2.
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(4) Para cada valor da constante de Jacobi C < 2, existe um valor do parametro
po = po(C) tal que para todo pu € (0, po| existe uma unica érbita que leva a coliséo
com o primaério de massa 1 — 2y e em seguida vai a colisdo com o primério de massa
my = p sem cruzar a superficie r = 0.

Na Seccao 4.6 consideraremos p > 0 suficientemente pequeno e utilizaremos, mais uma
vez, o Teorema “Twist” para estudar as 6rbitas periédicas simétricas. Considerando-se
todas as possiveis maneiras de uma érbita cortar ortogonalmente o eixo z obtem-se dez
classes de érbitas periédicas simétricas ¢;j, cada uma das quais definindo um conjunto
de érbitas que tende a ser denso no conjunto das 6rbitas limitadas do problema restrito
dos quatro corpos quando g — 0, e temos a densidade quando y = 0. Portanto diremos
que cada uma destas classes formam um conjunto “quase denso” no conjunto das érbitas
limitadas. Este resultado j4 é conhecido para o problema restrito plano e circular dos
trés corpos, [GL] para o caso das érbitas periddicas e [L2] para as periddicas simétricas.
Em nosso problema restrito dos quatro corpos este resultado serd estabelecido através do
seguinte teorema:

Teorema E (ver Teorema 4.6.1). Para um valor fixo da constante de Jacobi e dado
e > 0, existe up > 0 tal que se o pardmetro de massa p € [0, o], entdo o conjunto
das drbitas limitadas que néo estdo contidas no fecho da classe c;; das drbitas periddicas
simétricas tem medida de Lebesgue menor que e.

No Capitulo 5 estudaremos o caso em que a energia é suficientemente grande e o
pardmetro de massa p é arbitrdrio em (0,1/2]. Sob estas condigdes, seguindo a linha
demarcada por Conley [C] e desenvolvida em [CL] para o problema restrito plano e circu-
lar dos trés corpos, utilizaremos as varidveis de Levi-Civita para remover a singularidade
r = 0; em seguida, fazendo o “blow-up” e uma mudanca de escala no tempo mostraremos
que o cilindro das érbitas do problema restrito plano e circular dos quatro corpos que
chegam a colisdo intercepta transversalmente o das que saem, originando exatamente qua-
tro 6rbitas de ejecgao-colisao. Mais concretamente, temos

Teorema F (ver Teorema 5.6.1). Considerando o pardmetro de massa u € (0,1/2] e a
constante de Jacobi C suficientemente grande, as seguintes afirmacées verificam-se para o
problema restrito dos quatro corpos
(1) Walp) # Wen);
(2) Cadauma das curvas v&(u) e v&(p) € homeomorfa a uma circunferéncia e interceptam-
se transversalmente em exatamente quatro pontos.

Consideraremos uma aplicacdo de retorno P, (ver Sec¢do 5.7) definida em uma anel A,
cuja fronteira estd formada pelas érbitas que sdo prolongagbes analiticas das circulares
diretas e retrégradas. Em seguida, considerando a hipdtese adicional de que o pardmetro
de massa u > 0 é suficientemente pequeno e utilizando a aplicagdo P, verificaremos que
existe uma infinidade de toros invariantes perfurados, cujos furos correspondem a oOrbitas
de ejeccao-colisdo. Isto, é:
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Teorema G (ver Teorema 5.8.1). Dado p arbitrdrio em (0,1/2] e uma vizinhanga de
e = 0 em R, existe um intervalo de valores de ¢ contidos nesta vizinhanca tal que a
“circunferéncia” z = 0 intercepta uma quantidade nio enumerdvel de curvas invariantes
por P,, cada uma delas em um numero finito de pontos.

No Capitulo 6 consideraremos o corpo de massa infinitesimal na componente conexa
ilimitada da regido de Hill e estudaremos a dindmica em uma vizinhanga das érbitas
parabdlicas, em particular as evolugdes finais do problema em questéo, isto é, estudaremos
o comportamento do corpo de massa infinitesimal quanto o tempo tende a mais ou menos
infinito.

Para o problema dos trés corpos os primeiros trabalhos referentes a estas questoes deve-
se a Chazy [C1], [C2], [C3] que em 1922 deu uma classificagdo dos possiveis tipos de
evolugdes finais. Em 1959 Sitnikov [S] descreveu o primeiro exemplo de um candidato a ter
uma solugado do tipo oscilatoria. Alekseev utilizou as técnicas de caracterizagio das 6rbitas
através de uma seqiiéncia de niimeros inteiros desenvolvida por Birkhoff [B1], [B2] mostrou
rigorosamente a existéncia deste movimento ocilatério [Al]. Utilizando o difeomorfismo da
ferradura de Smale e o shift de Bernoulli Moser [Ms] faz, posteriormente, uma exposigéo
simplificada e clara das evolugbes finais para o problema de Sitnikov estudada por Alekseev.
As evolugoes finais para o problema restrito plano e circular dos trés corpos foi muito bem
estudada em [LS1].

Utilizaremos as técnicas acima mencionadas e seguiremos a linha demarcada em [LS1]
para estudar as evolucoes finais do problema restrito plano e circular dos quatro corpos.

Consideraremos a constante de Jacobi compativel com a existéncia de quatro compo-
nentes conexas da regifo de Hill e o corpo de massa infinitesimal na componente ilimitada.
Mostraremos que as orbitas nesta regido que cortam o semi-eixo negativo das abscissas do
sisterna fixo de coordenadas (sistema sideral (X,Y’)) podem ser vistas como pontos de um
toro solido aberto, e as que cortam ortogonalmente formam um cilindro dentro deste toro.

Utilizando, mais uma vez, as técnicas do “blow-up”, faremos uma transformacio de co-
ordenadas que leva o infinito & origem e nas novas coordenadas (p, s,8) opontos =0, p =0
representa qualitativamente um “ponto hiperbdlico” paro o novo sistema de equacdes difer-
enciais. Utilizando um teorema de McGehee [M1] garantiremos a existéncia das variedades
estavel e instavel associadas ao ponto (p,s) = (0,0) e mostraremos que o conjunto das 6r-
bitas parabdlicas para o tempo ¢ — 400 é um cilindro Py o qual separa as érbitas elipticas
das hiperbdlicas. Um resultado andlogo obteve-se para as parabdlicas para t — —oo, cujo
cilindro denotaremos por P;. Considerando a constante de Jacobi suficientemente grande
estes cilindros interceptam o cilindro das érbitas que cortam ortogonalmente o semi-eixo
X < 0 formando curvas homeomorfas a circunferéncia que, por sua vez, interceptam-
se transversalmente em pelo menos dois pontos. Mais precisamente, temos os seguintes
teoremas
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Teorema H (ver Teorema 6.3.1). Para 0 < pu < 1/2 o toro T das drbitas do corpo de
massa infinitesimal m3z que cortam o semi-eixo X < 0 fica partido por um cilindro Py, o
qual € formado pelas érbitas parabdlicas para t — 400 em uma vizinhanga U do infinito,
em duas componentes, uma formada pelas orbitas hiperbdlicas Hy parat — +oco e a outra
pelas elipticas & para tempo crescente. Um resultado inteiramente analogo segue para o
conjunto das drbitas parabdlicas Py para t — —oo.

Teorema I (ver Teorema 6.4.1). Os cilindros P, e P, interceptam a superficie ag = /2
em duas curvas difeomorfas a circunferéncia, as quais interceptam-se transversalmente nos
pontos em que tg = 0 eto = 7, se p > 0 € suficientemente pequeno e C € suficientemente
grande.

A cada érbita do corpo de massa infinitesimal que corta o semi-eixo X < 0 na regido de
Hill ilimitada, associaremos uma sequéncia de numeros inteiros tal que a cada um de seus
termos corresponde o numero de voltas inteiras que ddo os primarios entre duas passagens
consecutivas do corpo de massa infinitesimal mj3 pelo semi-eixo X < 0.

Finalizaremos definindo quatro tipos de seqiiéncias (ver Sec¢do 6.5) de nimeros inteiros
e mostrando que dado g > 0 suficientemente pequeno, e a constante de Jacobi C > 0
suficientemente grande, existe um nimero inteiro a = a(C, ) tal que dada uma seqiiéncia
{a,} de um destes tipos, com a, > a, existe uma érbita do corpo de massa infinitesimal
que a realiza, isto é, os nimeros sucessivos de voltas inteiras que ddo os primarios entre
duas passagens consecutivas do corpo de massa infinitesimal pelo semi-eixo X < 0 é igual
ao niimero prescrito pela seqiéncia. Mais concretamente, temos

Teorema J (ver Teorema 6.5.1). Se o pardmetro de massa u > 0 é suficientemente
pequeno e a constante de Jacobi C é suficientemente grande, existe um inteiro a = a(y, C)
tal que dada uma seqiiéncia {a,} de um dos quatro tipos acima com a, > a, existe uma
orbita do corpo de massa infinitesimal m3z que a realiza.
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